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Clasaa Vlll-a

1. a) Fie a,b,c e R. Demonstrati ca
(a+b—c)2 +(a—b+c)2 +(—a+b+c)2 +(a+b+c)2 = 4(a2 +b? +C2).
b) Sa se demonstreze ca numarul A=22* +44* +66% Se poate scrie cao
suma de patru numere naturale nenule patrate perfecte.

2. Determinati multimea | :(—oo;a]ﬁ[a_l;oo), acR.

3. Fie M un punct exterior planului trapezului ABCD (AD || BC), iar E, F
proiectiile lui pe dreptele AD, respectiv BC.

a) Demonstrati ca (MEF) 1L (ABC);

b) Daca distantele de la M la bazele trapezului sunt de 6+/3 cm, iar

misura diedrului format de planele (MAD) si (MBC) este de 60°, calculati
distanta de la M la planul (ABD).

4. Se considera cubul ABCDMNPQ cu lungimea muchiei egala cu 5.
Planul (ANQ) intersecteaza planele (MBC), (MCD), (MDB) dupa dreptele
d,,d,, respectiv d,.

a) Aratati ca dreptele d,,d,,d, sunt concurente doua cate doua.

b) Demonstrati ca aria triunghiului format de cele trei drepte este mai
mica decat 2.

Nota
e Toate subiectele sunt obligatorii.

e Fiecare subiect va fi notat cu puncte intre 1 si 10 (1 punct din oficiu).
e Timp de lucru: 3 ore



Solutii clasa a VIlI-a:

1. @) Prin calcul avem:
(a+b—c)2+(a—b+c)2+(—a+b+c)

(a2 +b? +c2+2ab—2ac—2bc)+(a2+b2+c2 —2ab+2ac—2bc)+

“+(a+b+c) =

+(a’ +b* +c? —2ab —2ac+ 2bc) +(a* +b° +¢* + 2ab+2ac + 2bc) =
=4(a’ +b* +¢?).

b)

A=22% 1+ 44% 1+ 66% = 4(2% 117 4 2% .11 1 2% .33%) = 4[(210 A1) (29102 ) 4 (27 -3333)1 -
:(a+b—c)2+(a—b+c)2+(—a+b+c)2+(a+b+c)2

unde a=2"-11" b=2%.11%? ¢ =2%.33%,

2. Conditia de existentad: a # 0;
a=a1=a=+1.

Cazul |

Dacia € (—wo;—1) = = (—o0;—1) N (—=1;0) = [ = @;
Cazul 1l

Dacia € (—1;0) = 1| :(—oo;a]m[a‘l;oo):[a‘l;a];
Cazul 111

Dacia € (0;1) = [ = ¢;

Cazul IV

Dacid a € (1;0) = | =(—oo;a]m[a*1;oo)=[a*1;a];
Cazul V

Dacia=-1= I ={-1};

Cazul VI

Dacia=1= [ = {1};

3. a) Fie MO L (ABCD). Cum ME L AD rezulta conform Teoremei celor 3
perpendiculare ca OF 1 AD (1).
Din MO 1 (ABCD) si MF 1 BC rezulta conform T.3.L ca OF L BC (2).

Din (1) si (2) rezulta ca E, O, F coliniare. Deci MO c (MEF),
MO 1 (ABC) = (MEF) L (ABC).

b)Notam MN = (MAD) n (MBC). Daca prin doud drepte paralele trec doua
plane care se intersecteaza dupa o dreapta M N, atunci

MN || AD si MN || BC;

ME 1 AD,MN || AD deci EM 1 MN.



MF L BC,MN || BC ,deci MF L MN, rezulta XEMF este unghiul plan
corespunzator diedrului format de (MAD) si (MBC).
AMETF este triunghi isoscel cu un unghi de 60°, rezulti cd AMEF este

echilateral cu latura de 6v/3 c¢m. Deci d(M,ABD) = MO = 9 cm.
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a) Fie o, centrul feteit ABNM si 0, centrul fetei ADQM.

C

MQ//BC=Qe(MBC), Q<(ANQ) deci Q(MBC)n(ANQ)(1).

0, e MB,MB = (MBC)=>0, €(MBC); O, € AN, AN —(ANQ) = O, €(ANQ), decli
O, €(MBC) N (ANQ)(2).
Din (1) s1 (2) rezultd (MBC)n(ANQ)=Q0, =d,.

MN //CD= N e(MCD), N e(ANQ) decCi N e(MCD)n(ANQ)(3).

0, € MD,MD = (MCD) = 0, &(MCD) ; 0, € AQ, AQ = (ANQ) = O, & (ANQ) ,deci
0, (MCD) N (ANQ)(4).

Din (3) s1 (4) rezultd (MCD)(ANQ)=NO, =d,.

O, € MB,MB = (MDB) =0, «(MDB); O, € AN, AN c(ANQ) =0, €(ANQ),deci
O, €(MDB) N (ANQ)(5).

O, e MD,MD =(MDB) =0, (MDB); 0, € AQ,AQ = (ANQ) =0, (ANQ) ,deci
O, (MDB) " (ANQ)(6).

Din (5) s1 (6) rezultd (MDB)~(ANQ)=0,0, =ds.

In triunghiul ANQ, d, si d, sunt mediane, iar [0,0,] este linie mijlocie, deci

d,,d,,d, sunt concurente doua cate doua.



b) Triunghiul ANQ este echilateral cu latura de 542 cm. Fie
Q0, "NO, ={G}. Din 0,0,|NQ rezulta:

.(5\5)2\5:25\5<2.
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Barem de corectare

Clasaa Vlll-a

Problema 1 Oficiu 1p
a) (a+b—c)2=a2+b2+cz+2ab—2ac—2bc 1p
(a—b+c)’ =a?+b? +c? —2ab+2ac—2bc 1p
(—a+b+c)’ =a?+b? +c? —2ab—2ac+2bc 1p
(a+b+c)’ =a+b*+c?+2ab +2ac + 2bc 1p
Finalizare 1p
b) A= 4[(210 A1) +(2°.112) +(27 -3333)1 2p
A=(a+b-c)’ +(a-b+c) +(-a+b+c)’ +(a+b+c) 2p
unde a=2%".11" b=2%.11% ¢ =2%.33%
TOTAL 10p
Problema 2 Oficiu 1p
Conditia de existenta 1p
a=al=a=+1 2p
Cazul | 1p
Cazul 1l 1p
Cazul 111 1p
Cazul IV 1p
Cazul V 1p
Cazul VI 1p
TOTAL 10p
Problema 3 | Oficiu 1p
a)OE L BC(T.3. 1) 1p
OF L BC(T.3. 1) 1p
E, O, F coliniare 1p
(MEF) L (ABC) 1p
b) MN || AD si MN || BC 1p
ME 1L AD,MN || AD deci EM 1 MN 1p
MF 1 BC,MN || BC deci MF 1. MN 1p
IEMF este unghiul plan corespunzator diedrului format de
(MAD) si (MBC) 1p
d(M,ABD) = MO = 9cm 1p

TOTAL



Problema 4 Oficiu 1p
a)  (MBC)n(ANQ)=QO, =d;,0; centrul fetet ABNM 1p
(MCD)N(ANQ)=NO, =d,, 0, centrul fete1t ADQM 1p
(MDB)(ANQ)=0,0, =d, 1p
In triunghiul ANQ, d, si d, sunt mediane, iar [0,0,] este linie
L : oA N 1p
mijlocie, deci d,,d,,d, sunt concurente doua cate doua.
1
b) Ai00,6 =7 Arane unde QO, "NO, ={G} 2p
253
\0,0,G —2—{ cm 2p
%<2 1p
24
TOTAL 10p



